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Pemodelan Titik Data Kabur Teritlak
(Generalized Fuzzy Data Point Modeling)

ROZAIMI ZAKARIA* & ABD. FATAH WAHAB

ABSTRAK

Di dalam kertas ini, pendekatan dalam mentakrifkan ketakpastian titik data melalui pendekatan konsep nombor kabur 
yang sedia ada dapat diitlakkan. Pengitlakan ini termasuk pentakrifan ketakpastian data yang akan menjadi titik data 
kabur (titik kawalan kabur) selepas ditakrifkan oleh konsep nombor kabur. Kemudian, kajian ini juga membincangkan 
tentang proses pengkaburan (operasi potongan-alfa) terhadap titik data kabur tersebut dalam bentuk segitiga nombor 
kabur diiringi dengan beberapa teorem dan juga pembuktiannya. Selain itu, kami juga turut memodelkan titik data kabur 
tersebut melalui fungsi lengkung yang sedia ada iaitu fungsi lengkung Bezier. Selepas itu, turut dicadangkan juga ialah 
proses penyahkaburan terhadap titik data kabur selepas operasi potongan-alfa diimplementasikan bagi memperoleh 
penyelesaian titik data kabur rangup sebagai keputusan akhir yang turut dimodelkan melalui fungsi lengkung Bezier 
dengan disertai beberapa teorem bagi memahami bentuk data tersebut.

Kata kunci: Lengkung kabur; nombor kabur; operasi potongan-alfa; penyahkaburan; titik data kabur

ABSTRACT

In this paper, the approach in defining the uncertainty data points through the concept of the existing fuzzy numbers can 
be generalized. This generalization includes the defining uncertainty data which will become fuzzy data point (fuzzy 
control point) after being defined by the fuzzy numbers concepts. Then, this study also discusses the fuzzification process 
(alpha-cut operation) of the fuzzy data points in the form of triangular fuzzy numbers that was accompanied by some 
theorems and their proofs. In addition, we also model the fuzzy data points through the existing curve function of Bezier 
curve function. Then, we also proposed a defuzzification process which was applied towards the fuzzy data points after 
the fuzzification process to obtain crisp fuzzy data points solution as the final result which was being modeled by using 
the Bezier curve function jointly with some theorems for more understanding.
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PENGENALAN

Hubungan antara konsep nombor kabur dan bidang 
pemodelan geometri adalah sangat berkait-rapat. Ini 
bermaksud, kebiasaannya pemodelan geometri dimodelkan 
melalui kewujudan set data melalui perwakilan lengkung 
dan permukaan (Farin 1999, 2002; Farin et al. 2002; 
Piegl & Tiller 1995; Rogers 2001; Salomon 2006; 
Yamaguchi 1988) yang menggunakan konsep nombor 
kabur (Dubois & Prade 1980; Klir & Yuan 1995; Klir et 
al. 1997; Zimmermann 1985) apabila set titik data tersebut 
menjadi ketakpastian titik data. Konsep nombor kabur 
yang digunakan untuk mentakrifkan ketakpastian titik data 
akan menjadi titik data kabur yang akan menyelesaikan 
kesukaran dalam memodelkan lengkung dan permukaan 
menggunakan ketakpastian titik data. Pemodelan titik 
data kabur ini yang dipersembahkan melalui lengkung 
dan permukaan dapat dirujuk pada (Abbasbandy 2001; 
Abbasbandy & Babolian 1998; Abbasbandy et al. 2008; 
Abd Fatah et al. 2004, 2009, 2010; Abd Fatah & Rozaimi 
2012; Abd. Fatah 2008; Anile et al. 2000; Behforooz et al. 
2010; Gallo & Spagnuolo 1998; Gallo et al. 1998, 2000; 
Rozaimi & Abd Fatah 2012).

	 Hubungan antara konsep nombor kabur dan juga 
operasi potongan-alfa adalah penting dalam memperihalkan 
ketakpastian titik data nyata. Konsep nombor kabur 
digunakan untuk mentakrifkan ketakpastian titik data yang 
menjadi titik data kabur. Sementara itu, operasi potongan-
alfa digunakan bagi mengurangkan selang kabur yang 
dibina melalui titik data kabur (Dubois & Prade 1980; 
Zimmermann 1985).
	 Tujuan kertas ini ditulis adalah untuk mengkaji 
hubungan antara potongan-alfa bagi konsep nombor kabur 
dalam pemodelan titik data kabur melalui pembentukan 
lengkung. Kajian ini akan membawa kepada beberapa 
teorem yang menyokong tentang hubungan ini yang boleh 
dikatakan sebagai pemodelan titik data kabur teritlak. 

TAKRIFAN ASAS BAGI KONSEP NOMBOR KABUR

Takrifan 1.  Suatu set kabur dalam suatu wacana 
semesta, U dapat dinyatakan sebagai suatu fungsi 
keahlian, μA(x) yang memetakan nilai-nilai dalam 
selang [0,1], iaitu μA: U→[0.1] yang boleh diwakili 
dengan A = {(x, μA(x))|x ∈U}. 	
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Takrifan 2.  Suatu nombor kabur adalah set kabur pada 
garis nyata yang memenuhi syarat-syarat kenormalan dan 
kecembungan. Andaikan fungsi keahlian bagi segitiga 
nombor kabur, A yang dilambangkan dengan = (c,δ,β) 
ditakrifkan sebagai

	

dengan c∈° adalah titik tengah dan δ > 0 adalah lebar kiri,  
β > 0 adalah lebar kanan bagi A (Rajah 1). 

	

	
	

							     
		

	

	 Bagi = μA(c), diberikan e > 0, kita mesti mencari   

s > 0 iaitu 0<μA(x)–1<s, kemudian  – c< e . Oleh 
itu,

	

	 Teorem di atas menerangkan bahawa apabila 
nilai fungsi keahlian kiri dan kanan, μ (x) dan μ (x) 
menghampiri satu, maka mereka menghampiri nilai fungsi 
keahlian rangup μA(c). 

Teorem 2. Misalkan segitiga nombor kabur A yang berpusat 
pada c dengan δ > 0 dan β > 0 adalah lebar kiri dan kanan. 
Jika αi dan αj adalah potongan-alfa bagi segitiga nombor 
kabur dengan αi <  αj, maka  

Bukti. Misalkan fungsi keahlian bagi segitiga nombor 
kabur A diberikan berdasarkan Takrifan 3. Maka, selang 
kabur bagi A adalah <c – δ, c, c + β>. Jika selang kabur 
diperoleh oleh operasi potongan-alfa, maka selang bagi  
diperoleh iaitu   dan   
dengan 

 
dan  dan dan adalah masing-masing 

dengan potongan-alfa segitiga nombor kabur kiri dan kanan 
bagi A dengan αi < αj bagi setiap αi < αj ∈ (0.1]. Bagi αi,

	

	 	

Manakala bagi αj,

	  

RAJAH 1. Segitiga nombor kabur

OPERASI POTONGAN-ALFA

Takrifan 3. Misalkan ∀α∈[0,1], maka daripada 

= α dan  = α, diperoleh	

	 = [c – δ)(α), c, (c+β)(α)]
		  = [(c – (c–δ))α+(c – δ), c, –((c+β)–c)α+(c+β)].	

(1) 

Teorem 1.  Misalkan nombor kabur A yang berpusat pada 
c dengan fungsi keahliannya dapat diberikan seperti pada 
Takrifan 3. Selang nombor kabur bagi A dilambangkan 
sebagai =<{μ (x), uA(c), μ (x)}> dengan μ (x),  μ (c) 
dan μ (x) adalah masing-masing dengan nilai fungsi 
keahlian kiri, rangup dan kanan. Maka,  = μA(c) 
dengan μA(x)adalah nilai fungsi keahlian kiri dan kanan.

Bukti.   Diberikan bahawa =<{μ (x), uA(c), μ (x)}>. 
Maka, daripada Takrif 3, diperoleh
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Oleh kerana αi < αj, maka

	

Oleh itu,  =  dan = 

Maka, (Rajah 2).

semesta dan μP(Pi) : P →[0,1] adalah fungsi keahlian 
yang ditakrif sebagai μP(Pi) = 1 yang dapat dirumuskan 
dengan  ={(Pi, μP(Pi))Pi∈°}. Oleh itu,

	

dengan  iaitu μP(Pi) = <μP( ), μP(Pi), μP( ) > iaitu 
μP( ) dan μP( ) masing-masing adalah nilai gred 
keahlian kiri dan gred keahlian kanan yang dapat ditulis 
sebagai:
								      
	  = { :i = 0,1,2,…,n},	 (3)

untuk setiap i,  dengan =<, , Pi,   dengan , Pi 
dan   masing-masing adalah titik kawalan kabur kiri, 
titik kawalan rangup dan titik kawalan kabur kanan (Abd 
Fatah et al. 2004, 2009, 2010; Rozaimi & Abd Fatah 2012).
	 Berdasarkan Rajah 3, titik data kabur telah ditakrifkan 
dengan menggunakan konsep nombor kabur (segitiga 
nombor kabur). Bagi mencari selang titik data kabur, 
maka operasi potongan-alfa bagi segitiga nombor kabur 
digunakan yang telah ditakrifkan menerusi Takrifan 3.

Takrifan 5. Misalkan α merupakan potongan-alfa terhadap 
setiap titik data kabur,  dengan  ∈ . Maka, proses 
potongan-alfa terhadap  yang juga dikenali sebagai 
proses pengkaburan dapat dinyatakan melalui persamaan 
berikut.
	  							     
	 	 (4)

dengan 
 
dan 

 
adalah nilai titik data kabur-kiri dan 

kabur-kanan selepas potongan-alfa, Pi  merupakan titik data 
rangup bagi setiap α ∈ (0,1] dan i = 0,1,…, n. 

RAJAH 2. Operasi potongan-alfa yang memberikan 
αi < αj  

RAJAH 3. Proses pentakrifan titik data kabur

TITIK DATA KABUR

Takrifan 4. Misalkan  P  = {xx adalah titik kabur} dan 
 = {PiPi adalah titik data} yang merupakan set titik 

data kabur dengan  Pi ∈ P ⊂ U dengan U adalah set 
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Takrifan 6. Misalkan  adalah titik data kabur selepas 
operasi potongan-alfa diimplementasikan. Maka,  
adalah titik data penyahkaburan bagi  jika bagi setiap  

⊂ ∈  dapat dinyatakan sebagai

	
							     

	  bagi setiap i = 0, 1,…, n,	 (5)

dengan setiap  (Abd. Fatah et al. 
2004, 2009). Proses penyahkaburan ini dapat digambarkan 
melalui Rajah 4.

CONTOH BERANGKA: PEMODELAN TITIK DATA KABUR

Bagi lebih memahami mengenai titik data kabur dan proses 
yang terlibat untuk memperoleh titik data kabur rangup, 
maka bahagian ini akan memberikan contoh berangka dan 
juga titik data kabur ini turut dimodelkan menerusi model 
lengkung Bezier. 

Takrifan 7. Andaikan  adalah (n + 1) set titik kawalan 
kabur dengan Pi adalah titik kawalan rangup, maka model 
lengkung Beizer kabur, dapat ditakrifkan sebagai
								      
	    bagi t ∈[0,1],	 (6)

dengan ti(1–t)n–i adalah Bernstein ke-i polinomial 

rangup bagi n darjah (Abd. Fatah et al. 2004, 2009).
	 Berdasarkan Takrif 7, titik kawalan kabur merupakan 
titik data kabur. Titik kawalan kabur ini berperanan 
sebagai rangka bagi pembentukan lengkung oleh model 
lengkung Bezier. Akan tetapi, bukan semua titik kawalan 
kabur adalah titik data kabur sebagaimana semua titik 
data kabur dapat dijadikan sebagai titik kawalan kabur. 
Bagi memodelkan titik data kabur menerusi model 
lengkung Bezier yang ditakrifkan, maka titik data kabur 

berserta proses yang terlibat seperti pengkaburan dan juga 
penyahkaburan dapat diberikan dalam bentuk Jadual 1.
	 Rajah 5(b) menunjukkan bahawa model lengkung 
Bezier kabur selepas operasi potongan-alfa diaplikasikan 
dengan ⊂ . Ini dapat membuktikan Teorem 
2 secara grafik. Selain itu, rajah ini juga menunjukkan jika 
nilai alfa meningkat, maka fungsi lengkung Bezier kabur 
akan mendekati fungsi lengkung Bezier rangup. Ini dapat 
dibuktikan melalui Teorem 3.

Teorem 3. Jika α menjadi perwakilan bagi operasi 
potongan-alfa bagi titik data kabur,  P, 

 dengan dan   adalah masing-
masing dengan titik data kabur kiri dan kanan selepas 
operasi potongan-alfa dan P adalah titik data rangup. Jika 

 = P, maka = B(t) dengan  adalah fungsi 
lengkung Bezier kabur.

Bukti.  Diberikan e > 0, kita mesti mencari s > 0 iaitu 
0<α – 1< s,  maka   – P<e. Bagi membuktikan 

= B(t), maka diberikan  =< , P, 
> (adalah selang titik data kabur. B(t) adalah fungsi 
lengkung Bezier. Dengan menggunakan selang titik data 
kabur, maka

	

RAJAH 4. Proses penyahkaburan titik data kabur
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JADUAL 1. Operasi potongan-alfa terhadap titik-titik data kabur dengan dua nilai alfa, α = 0.5 dan α = 0.8

Titik data kabur

 Titik data kabur kiri, Pi Titik data kabur kanan, 

i = 0
i = 1
i = 2
i = 3

(-11, 0)
(15, 26)
(15, -15)
(32, 10)

(-5, 0)
(15, 20)
(10, -20)
(40, 10)

(6,0)
(15,14)
(5,-25)
(48,10)

Pengkaburan 
α = 0.5  dan 0.8

Pi

i = 0
i = 1
i = 2
i = 3

(-8, 0)
(15, 23)

(12.5, -17.5)
(36, 10)

(-6.2,0)
(15,21.2)
(11,-19)
(38.4,10)

(-5, 0)
(15, 20)
(10, -20)
(40, 10)

(-2.8,0)
(15,18.8)
(9,-21)

(41.6,10)

(0.5, 0)
(15, 17)

(7.5, -22.5)
(44, 10)

Berdasarkan Jadual 1, maka model lengkung Bezier kabur selepas operasi potongan-alfa,   dapat diberikan masing-masing pada Rajah 5(a) 
dan 5(b) berikut.

RAJAH 5.  Model lengkung Bezier kabur (a) sebelum dan (b) selepas operasi potongan-alfa

	 Maka,  Oleh 

itu, = B(t) oleh kerana  = P.
	 Untuk mendapatkan penyelesaian titik data kabur 
rangup sebagai keputusan akhir yang memberikan 
titik-titik data nyahkabur yang singular, maka proses 
penyahkaburan digunakan bagi tujuan tersebut melalui 
Takrifan 6.
	 Pada Rajah 6, titik-titik data nyahkabur dimodelkan 
menerusi model lengkung Bezier yang menunjukkan 
bahawa jika titik-titik data kabur berbentuk segitiga simetri, 
maka diakhir proses penyahkaburan akan diperoleh titik-
titik data nyahkabur yang bersamaan dengan titik-titik data 
rangup seperti yang ditunjukkan pada titik-titik data, P1, 
P2 dan P3. Tetapi jika tidak sama, maka ia terjadi seperti 
pada titik data, P0. Ini disebabkan oleh jarak di antara titik 
data rangup dan titik data kabur kanan adalah lebih besar 
berbanding jarak di antara titik data rangup dan titik data 
kabur kiri yang membawa kepada pernyataan Teorem 4 
seperti berikut.

Teorem 4. Misalkan α adalah perwakilan kepada 
operasi potongan-alfa bagi titik data kabur iaitu  

 dengan  dan  
adalah titik data kabur kiri dan kanan selepas operasi 
potongan-alfa digunakan, P adalah titik data rangup dan 
δ  dan β adalah jarak kiri dan kanan dari P. Jika β < δ atau 
δ < β, maka penyelesaian titik data kabur rangup(selepas 
penyahkaburan) berada sama ada pada sebelah kiri atau 
kanan bagi P.

Bukt i .   Diber ikan bahawa P i, 

 Maka daripada Takrifan 3, diperoleh 

 = α, Pi,  Oleh 

itu, bagi β < δ, maka diperoleh;

	 –[(Pi + β) – Pi] α + (Pi + β)<[Pi– (Pi – δ)]α+(Pi – δ)
	 –αPi – αβ + αPi + Pi +β<αPi – αPi + αδ + Pi – δ
	 –β<δ.
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Manakala, bagi δ < β, maka diperoleh

	 [Pi – (Pi – δ)] α + (Pi – δ)< –[(Pi + β)]– Pi]α+(Pi + β)
	 αPi – αPi + αδ + Pi – δ<–αPi – αβ + α Pi + Pi + β
	 –δ<β.

PERBINCANGAN DAN KESIMPULAN

Pemodelan titik data kabur teritlak ini dinyatakan 
berdasarkan penggunaan konsep nombor kabur dan juga 
operasi potongan-alfa. Ini kerana konsep nombor kabur yang 
digunakan dijadikan sebagai suatu konsep bagi mentakrifkan 
ketakpastian titik data dengan pengertian konsep nombor 
kabur itu sendiri yang menyelesaikan masalah yang 
melibatkan titik data nyata. Bagi operasi potongan-alfa 
pula, operasi ini digunakan untuk mendapatkan selang 
keyakinan berdasarkan nilai alfa yang ditetapkan. Operasi 
ini juga dikenali sebagai proses pengkaburan bagi titik 
data kabur sebelum proses penyahkaburan digunakan 
untuk mendapatkan titik data nyahkabur bagi memperoleh 
penyelesaian titik data kabur rangup.
	 Seterusnya, kesemua proses dalam mentakrifkan 
ketakpastian titik data sehingga titik data nyahkabur 
diperoleh turut dimodelkan dengan menggunakan fungsi 
lengkung Bezier sebagai tambahan kepada pemahaman 
konsep nombor kabur dalam mentakrifkan ketakpastian data.
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